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Resum En estudis recents s’ha observat que moltes xarxes associades a sistemes
complexos pertanyen a una nova categoria que s’ha volgut anomenar petit-món amb
invariància d’escala. Molts dels models que s’han desenvolupat per a la descripció
matemàtica d’aquestes xarxes es basen en construccions probabilístiques. Tanmateix,
la consideració de models deterministes és útil per completar i millorar les tècniques
probabilístiques i d’altres basades en simulacions. En aquest article introduïm els
conceptes i models bàsics que s’han considerat en l’estudi de xarxes complexes i es
presenten diversos models deterministes que es generen a partir de grafs complets.
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1 Introducció

Moltes xarxes associades a sistemes complexos, com la World Wide Web, Inter-
net, la xarxa telefònica, xarxes de transport (incloses les xarxes de distribució
d’energia), xarxes biològiques i socials, etc., pertanyen a una nova categoria
de xarxes que s’ha anomenat petit-món amb invariància d’escala (small-world
scale-free), com mostren diversos estudis recents [4, 42, 50, 49, 68, 63]. Aques-
tes xarxes presenten alhora una distància mitjana petita entre nodes, així com
un diàmetre petit (màxima de les distàncies entre dos nodes qualssevol) i un
agrupament de nodes (clustering) sovint elevat. Una altra característica comuna
és que la distribució del nombre d’enllaços dels nodes segueix sovint una llei
potencial (es parla de invariància d’escala), en contrast amb una distribució
segons una llei de Poisson característica dels models aleatoris clàssics (vegeu la
secció 2 per a definicions més precises). A més, i gràcies a la introducció recent
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d’una mesura de fractalitat per a grafs, s’ha determinat que moltes xarxes reals
són també autosimilars, vegeu [83, 84].

En paral.lel en aquestes observacions, s’han desenvolupat diferents models
i tècniques —manllevats sovint de la física estadística, la informàtica i la teoria
de grafs— que haurien d’ajudar a entendre i predir el comportament i les
característiques dels sistemes. L’origen d’aquests estudis cal trobar-lo en els
articles de Watts i Strogatz introduint les xarxes petit-món [89] i Barabási i
Albert sobre les xarxes amb invariància d’escala [9], que han fet que l’estudi de
xarxes complexes hagi rebut en aquests darrers anys un impuls considerable
des d’una òptica pluridisciplinària, per les seves implicacions pràctiques. En
aquest context cal destacar, per exemple, el prestigiós Premi Nevanlinna atorgat
a Jon Kleinberg durant el Congrés Internacional de Matemàtics, ICM 2006, per
les seves contribucions a l’estudi d’encaminaments en xarxes petit-món [54].
De fet, des d’un punt de vista algorísmic, podria considerar-se petit-món a una
xarxa on és possible trobar de manera eficient camins curts entre nodes sense
necessitat d’un coneixement global de la seva estructura [40, 58]. El lector pot
trobar a la llista de referències alguns articles de revisió general i llibres sobre
xarxes complexes. Recomanem, per a qui vulgui aprofundir més en aquesta
temàtica, els següents: [88, 85, 3, 36, 11, 69, 87, 8, 23, 37, 79].

Per a descriure aquestes xarxes complexes s’han proposat diversos mo-
dels, que han estat analitzats mitjançant simulacions i considerant mètodes
probabilístics. El primer, que encetà l’interès en els estudis de les diferents pro-
pietats de les xarxes petit-món, fou un algorisme senzill de generació de xarxes
petit-món, proposat per Watts i Strogatz en el seu ara tan citat article [89],
aparegut a la prestigiosa revista Nature, on es justifica el fet que la distància
entre nodes en xarxes reals, i en particular xarxes socials, assoleix valors sorpre-
nentment petits (d’aquí prové la denominació petit-món). Poc després, Barabási
i Albert [9, 12] introduïren un model de xarxa que considera dos mecanismes
que donen lloc a la distribució potencial de graus que s’ha observat també com
a característica d’aquestes xarxes: creixement i adjunció preferent (preferential
attachment.) Dorogovtsev, Mendes i Samukhin a [38] consideraren una equació
mestre (master equation) per a estudiar les característiques d’una classe de xar-
xes obtingudes incrementant successivament el nombre de nodes. Krapivsky,
Redner i Leyvraz [57] estudiaren l’efecte de la selecció preferent no lineal en
la topologia i la dinàmica de xarxes. Amaral et al. [6] han considerat models
que incorporen l’antiguitat, el cost i la capacitat com a restriccions, per poder
explicar les desviacions de la llei potencial que presenten certes xarxes reals.
Dorogovtsev i Mendes [33] també han estudiat xarxes dinàmiques basades en
els nodes. Bianconi i Barabási [18] introdueixen un model que tracta l’aspecte
competitiu de moltes xarxes reals com la WWW. Addicionalment, en molts
sistemes reals, esdeveniments locals, com per exemple afegir o reconnectar
enllaços o elimininar nodes o enllaços, afecten l’evolució de les xarxes. Albert i
Barabási [2] i també Dorogovtsev i Mendes [34] tracten models que incorporen
nous enllaços entre nodes ja existents i la reconnexió (i/o eliminació) de certs
enllaços presents. Actualment, és ben establert que el mecanisme d’adjunció
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preferent pot explicar la llei potencial característica de moltes xarxes, però tam-
bé s’han donat altres mecanismes alternatius que afecten l’evolució de xarxes
en creixement i poden conduir a topologies amb invariància d’escala. Kleinberg
et al. [55] i Kumar et al. [59, 60] suggeriren certs mecanismes basats en la còpia
de subestructures en un intent d’explicar aquesta distribució potencial en la
World Wide Web. Chung et al. [31] també introduïren per a xarxes biològiques
un model basat en la duplicació de subgrafs. Krapivsky i Redner [56] fan servir
una mecanisme de redireccionat d’enllaços el qual equival, de fet, al model
de Kumar et al. [59, 60]. Barthélémy i Amaral [17] estudien els orígens del
comportament petit-món. Barrat i Weigt [13] tracten analíticament, així com
també numèricament, l’estructura i les propietats del model de Watts-Strogatz.
Amaral et al. [6] investiguen les característiques estadístiques de moltes xarxes
reals. Latora i Marchiori [61] introdueixen el concepte d’eficiència d’una xarxa i
troben que les xarxes petit-món són alhora eficients des d’un punt de vista glo-
bal i local. Les referències [77, 67, 78, 72] estudien les propietats de percolació
de les xarxes i en particular la difusió d’informació i de malalties per camins
curts dels grafs o dels arbres generadors. Més recentment, els investigadors
han centrat també la seva atenció en altres aspectes de les xarxes petit-món i
invariants d’escala [73, 64, 47, 46, 22, 45, 19, 52].

Mentre la majoria dels models als quals s’ha fet referència abans es cons-
trueixen aleatòriament i s’analitzen habitualment mitjançant tècniques estocàs-
tiques, les xarxes petit-món poden ser generades també mitjançant mètodes
deterministes. Els models deterministes tenen l’avantatge que és possible cal-
cular analíticament moltes de les propietats del graf i així es poden contrastar
els resultats amb dades experimentals provinents de xarxes reals i simulades.
Podem descriure diferents tècniques de creació de xarxes deterministes: mo-
dificació de certs grafs regulars [28], addició i producte de grafs [30, 14, 16]
o altres mètodes matemàtics, com els que es descriuen a [98]. Un altre con-
junt de tècniques important per a la construcció de famílies de grafs pe-
tit-món i invariants d’escala es basa en mètodes recursius. Vegeu, per exem-
ple, [12, 30, 51, 32, 81, 74]. També han estat considerats mètodes recursius
basats en l’existència, en una xarxa donada, de subgrafs complets o cliques
(conjunts de vèrtexs mútuament connectats dos a dos), com per exemple
a [26, 98, 7, 39, 94, 95, 93].

En aquest article, després d’una introducció breu amb definicions bàsiques
i models probabilistes, presentem models deterministes recents, que són prin-
cipalment construccions de grafs que comparteixen la propietat de contenir
molts subgrafs complets. Encara que amb noms diferents (jeràrquics, pseudo-
fractals, apol.lonis, geomètrics, arbres de cliques recursius) tots és basen en el
mateix principi: la successiva addició de vèrtexs, cadascun connectat a tots els
vèrtexs d’un subgraf isomorf, a cert graf complet. La regla concreta triada per
a afegir els vèrtexs determina una xarxa final diferent però totes comparteixen
les mateixes propietats bàsiques: són petit-món i presenten, en la majoria dels
casos, invariància d’escala i un agrupament de nodes elevat.
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2 Propietas bàsiques de xarxes complexes

Per a l’estudi i anàlisi de xarxes complexes s’han considerat nombroses mesures
i paràmetres, si bé per copsar de manera general l’estructura i les possibles
propietats d’una certa xarxa, molt sovint és suficient un petit nombre d’aquests
paràmetres. Hi ha quatre mesures que es poden considerar bàsiques en la
caracterització d’una xarxa complexa, i que definirem més endavant: la distància
mitjana (i/o el diàmetre), el coeficient d’agrupament, la distribució de graus i la
modularitat.

Comencem amb aquestes definicions clàssiques. Per a altres definicions en
teoria de grafs vegeu, per exemple, [90].

Una xarxa es representa mitjançant un graf G = (V , E) amb conjunt de
vèrtexs (nodes) V = V(G) i conjunt de branques o arestes (enllaços) E = E(G).

L’ordre del graf, n = |V |, és el seu nombre de vèrtexs. La mida és el nombre
total de branques. El grau d’un vèrtex i, i que aquí denotem ki, és el nombre de
branques incidents amb i —també es diu que el vèrtex i és adjacent a ki altres
vèrtexs. El grau d’un graf G és ∆ = maxi∈V ki. Un graf és ∆-regular si el grau
de tots els seus vèrtexs és ∆.

Un graf complet Kd (també anomenat d-clique) és un graf d’ordre d, sense
llaços ni branques múltiples i tal que tota parella de vèrtexs és adjacent. Direm
que dos grafs són isomorfs si existeix una bijecció (isomorfisme) entre els dos
conjunts de vèrtexs que conserva les adjacències.

La família de grafs base que van considerar Watts i Strogatz en el seu treball
(i que també han considerat altres estudis), forma part dels anomenats grafs
circulants. En concret varen considerar el cas Cn,∆, ∆ parell, que té n vèrtexs
etiquetats amb els enters mòdul n, i grau ∆, de manera que el vèrtex i és
adjacent als vèrtexs i ± 1, i ± 2, . . . , i ± ∆/2 (mod n), 0 ≤ i ≤ n − 1, vegeu la
figura 2 a).

2.1 Diàmetre i distància mitjana

La distància entre dos vèrtexs i i j d’un graf, d(i, j), es defineix com el nombre
d’arestes que conté el camí més curt entre i i j. La màxima distància entre
qualsevol parella de vèrtexs, D = maxi,j∈V d(i, j), és el diàmetre del graf. La
distància mitjana del graf es defineix com 1

n(n−1)
∑

i,j∈V d(i, j).
En alguns models probabilístics, es parla de camí mitjà o average path

length, APL, de la xarxa i es defineix com el valor mitjà de d(i, j), amb i i j
triats aleatòriament amb una distribució uniforme. En una xarxa social, per
exemple, la APL s’associa amb el nombre mitjà de coneguts que hi ha a la
cadena més curta que connecta dues persones de la xarxa. Notem que totes
aquestes definicions sols tenen sentit si el graf és connex.

Tal com Watts i Strogatz varen veure a [89], la distància mitjana en la majo-
ria de les xarxes reals complexes és sorprenentment petita, fins i tot quan les
xarxes són poc denses —tenen moltes menys branques que un graf complet
amb el mateix ordre. Alguns autors anomenen aquesta propietat efecte pe-
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tit-món i d’aquí ve el nom de xarxes petit-món. Tanmateix, les xarxes aleatòries
«clàssiques» en les quals cada branca s’afegeix al graf amb la mateixa proba-
bilitat presenten també un diàmetre petit (i, per tant, una distància mitjana
petita) [21] però la seva topologia difereix clarament de la de les xarxes reals
en el sentit que en molts casos aquestes presenten un agrupament de vèrtexs
molt més gran que el de les xarxes aleatòries d’ordre i de mida equivalent.

2.2 Coeficient d’agrupament o clusterització

El coeficient d’agrupament o clusterització mesura el grau de connectivitat local
d’un graf i és un altre dels paràmetres que es fan servir per caracteritzar les
xarxes petit-món. Per exemple, en una xarxa d’amics, és força probable que dos
amics d’una persona concreta també ho siguin entre si, la qual cosa reflecteix
l’elevat valor del coeficient d’agrupament d’aquesta xarxa social.

El coeficient d’agrupament s’introduí per a quantificar aquest concepte.
Primer, per a cada vèrtex i del graf G, Ci es defineix com la fracció de les
ki(ki − 1)/2 branques possibles entre els veïns de i que realment són presents a
G. Més exactament, si εi és el nombre de branques que connecten els ki vèrtexs
adjacents al vèrtex i, el coeficient d’agrupament del vèrtex és Ci = 2εi

ki(ki−1) .
Aleshores el coeficient d’agrupament o clusterització de G, denotat CG, és
la mitjana de Ci sobre tots els vèrtexs i ∈ V(G). Òbviament, el coeficient
d’agrupament varia entre 0 i 1. Un valor proper a 0 indica que molts dels
vèrtexs que són adjacents a un vèrtex donat i no ho són entre si.

2.3 Distribució de graus

Una propietat simple, però important, d’un vèrtex donat és el seu grau. El
grau ki dóna el nombre total de vèrtexs incidents al vèrtex i. La mitjana de ki
sobre tots els vèrtexs i s’anomena grau mitjà de la xarxa o graf i es denota
k̄. La distribució dels graus en un graf pot caracteritzar-se per una funció de
distribució P(k), que dóna la probabilitat que un vèrtex triat a l’atzar tingui
grau k.

Un graf estructurat, com per exemple un graf circulant Cn,∆, que és regular,
presentarà una distribució de graus amb un sol pic. En una xarxa aleatòria,
en el model Erdös-Rényi [41], en el qual per a cada parella de vèrtexs hi ha
una branca que els uneix amb probabilitat fixada i independent de les altres
parelles, la seqüència de graus segueix la ben coneguda distribució de Poisson
amb un pic a k̄; vegeu la figura 1. (La probabilitat de trobar vèrtexs amb k
branques és negligible per a k � k̄ i k � k̄.) En aquests darrers anys, molts
estudis mostren que per a la majoria de les grans xarxes reals la distribució
de graus és essencialment diferent d’una distribució de Poisson i que en molts
casos aquesta distribució de graus és descrita millor per una llei potencial,
P(k) ∝ k−γ . Ja que la llei potencial és vàlida per a un rang gran de valors del
grau, les xarxes corresponents es diu que presenten invariància d’escala (són
scale-free). Cal esmentar que darrerament han sortit algunes veus crítiques
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a la importància que molts autors han donat a aquest tipus de xarxes, entre
els quals destaca Evelyne Fox Keller [43], que defensa que la topologia d’una
xarxa, no aporta massa informació sobre el seu comportament concret en el
context en què és funcional. John Doyle també relativitza la «universalitat»
de les xarxes invariants d’escala en el sentit que aquesta topologia podria
aparèixer habitualment quan hi ha un procés d’optimització de la xarxa amb
restriccions que afectarien la seva evolució; vegeu, per exemple, [62].

Xarxa ordre APL k̄ Clustering γ
WWW 153.127 3,10 35,21 0,11 1,94 [1]

Internet
(encaminador) [42]

3.015 3,52 4,75 0,18 2,10

Xarxa elèctrica 4.014 18,70 2,67 0,08 4,00

Silwood Pk
(xarxa tròfica) [66]

154 3,40 4,75 0,15 4,75

C. elegans
(xarxa neuronal)

282 2,65 14,00 0,28 —

Actors 225.226 3,65 61,00 0,79 2,30

Taula 1: Valors de paràmetres per a algunes xarxes reals petit-món amb
invariància d’escala; vegeu [89].

A la taula 1 es mostren els valors dels paràmetres definits abans per a
algunes xarxes reals. Es tracta de la WWW (part), on els nodes són pàgines
web i els enllaços corresponen a crides entre pàgines; Internet pel que fa a
encaminadors; la xarxa elèctrica (alta tensió) de la part occidental dels Estats
Units i de Canadà; una xarxa tròfica que relaciona diferents espècies en un
camp experimental situat al parc Silwood de Berkshire al sud d’Anglaterra;
la xarxa neuronal del cuc Caenorhabditis elegans i la xarxa d’actors (Internet
Movie Database) on els nodes són actors i dos actors tenen un enllaç si han
actuat a la mateixa pel.lícula. Vegeu les referències citades a la mateixa taula
per a més detalls.

3 Models clàssics de xarxes complexes

3.1 Grafs petit-món Watts-Strogatz

Watts i Strogatz suggeriren un mètode simple per a la construcció de grafs amb
propietats petit-món [89].

El mètode és com segueix: es comença amb un graf circulant Cn,∆, a con-
tinuació es tria el vèrtex 0 i la branca adjacent al vèrtex 1. Amb probabilitat
p, es reconnecta aquesta branca a un vèrtex escollit uniformement a l’atzar
entre tots els vèrtexs evitant la duplicació de branques, altrament no es canvia
la branca. El procés es repeteix de manera successiva per a tots els vèrtexs
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(1, . . . , n) completant una volta. A continuació es realitza el mateix procediment
per a les branques que connecten i amb i + 2, i = 0, 1, . . . , n, i com abans,
es reconnecta aleatòriament cadascuna d’aquestes branques, també amb pro-
babilitat p, i es continua el procés, circulant al llarg de l’anell i seleccionant
a cada volta una branca més llunyana, i + 2, i + 3, . . . , i + ∆/2, fins que cada
branca del graf original Cn,∆ ha estat considerada una vegada. Així el procés de
reconnexió s’atura després de ∆/2 voltes. Aplicant aquest procediment, i per
a p = 0, el graf original no queda modificat mentre que per a p = 1 totes les
branques es reconnecten de manera aleatòria, i en aquest cas s’obté un graf
aleatori que té una distribució de graus de Poisson. Per a valors intermedis de
p s’obtenen diferents tipus de grafs. Amb p aproximadament 0, 01 s’obtenen
grafs petit-món amb un coeficient d’agrupament gran, pròxim al del graf inicial,
i amb diàmetre i distància mitjana similar a la d’un graf aleatori [21]. (Vegeu la
figura 2 d).)

Watts i Strogatz varen veure que el seu model captura alguns aspectes
de moltes xarxes reals, en concret, que presenten una distància mitjana i un
diàmetre petits en comparació amb una xarxa aleatòria amb els mateixos ordre
i mida, mentre que tenen un coeficient d’agrupament elevat (la clusterització
d’una xarxa aleatòria és gairebé zero); vegeu la taula 1.

Figura 1: Una distribució de graus tipus Poisson per a una xarxa genera-
da segons Erdös-Rényi [41] i una distribució potencial obtinguda amb el
mètode d’adjunció preferent [9].

3.2 Grafs invariants d’escala Barabási-Albert

Per explicar l’origen de la distribució potencial de graus en xarxes reals, Barabási
i Albert proposaren i analitzaren un model simple de grafs (BA) que es basa
en dos conceptes principals, creixement i adjunció preferent (preferential
attachment). En aquest model es construeix un graf de manera dinàmica a
partir de la incorporació successiva de vèrtexs. Cada vèrtex s’afegeix al graf
connectant-lo a vèrtexs existents seleccionats proporcionalment al seu grau.

L’algorisme de generació d’un graf invariant d’escala tipus BA és com se-
gueix.
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Figura 2: a) C(16, 4), un graf circulant. b) Un graf aleatori. c) Un graf
petit-món. d) Un graf amb invariància d’escala.

Creixement: es comença amb un nombre petit de vèrtexs, m0. A cada pas
s’introdueix un nou vèrtex i es connecta a m < m0 vèrtexs ja existents.

Adjunció preferent: la probabilitat que el nou vèrtex es connecti a un vèrtex
existent i depèn del seu grau ki segons P(ki) = ki/

∑
j∈V kj .

A partir d’aquestes regles, Barabási i Albert demostraren analíticament que
el graf tendeix cap a un estat amb invariància d’escala: La distribució de graus
no canvia amb més iteracions i queda descrita per una llei potencial P(k) ∝ k−γ ,
amb γ = 3. Això vol dir que els grafs invariants d’escala tenen alguns vèr-
texs amb grau molt alt (que s’anomenen hubs). Aquests resultats analítics
poden ser contrastats fàcilment amb simulacions numèriques i comparats amb
els d’una xarxa aleatòria del mateix ordre i de la mateixa mida generada segons
el mètode d’Erdös-Rényi descrit a la secció anterior; vegeu la figura 1.

El model BA no permet, tanmateix, el càlcul analític de la distància mitjana
ni del coeficient d’agrupament. És, per tant, un model mínim que captura uns
mecanismes responsables de la generació d’una distribució de graus segons
una llei potencial, però amb limitacions evidents quan ho comparem amb
xarxes reals. No explica, per exemple, el coeficient d’agrupament elevat o el
caràcter fractal de moltes xarxes reals [84]. El model sí que ha permès un
estudi detallat d’algunes de les propietats de les xarxes reals. Una d’aquestes
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és la robustesa a la fallada aleatòria de nodes [4], segons la qual les xarxes
mantenen la seva connectivitat i una distància mitjana reduïda quan un node
falla aleatòriament (a causa que la probabilitat que falli un hub és petita).
Tanmateix, són particularment vulnerables a atacs dirigits a eliminar hubs.

S’han proposat diversos models per a superar les limitacions del model BA i
produir també xarxes que presentin invariància d’escala, una distància mitjana
petita i una clusterització relativament alta; vegeu les referències citades a la
introducció.

4 Grafs deterministes petit-món i amb invariància d’escala

En contrast amb els models aleatoris de Watts-Strogatz i Barabási-Albert, i les
seves diverses modificacions i variacions, és possible produir xarxes petit-món
invariants d’escala de forma determinista. Els models deterministes molt sovint
permeten un estudi complet analític dels paràmetres rellevants del graf i poden
ser directament contrastats amb els models aleatoris. Atès, a més, que moltes
xarxes reals presenten una clusterització elevada, aquesta característica es
pot reproduir en un model determinístic mitjançant la consideració de cliques
(grafs complets).

En aquesta secció introduïm diversos models deterministes i els comparem,
en certs casos amb les seves versions aleatòries.

Figura 3: Comparació dels valors del diàmetre i del coeficient d’agrupa-
ment obtinguts a partir del model de simulació de Watts i Strogatz [89]
amb els del model determinista introduït a [28].

4.1 Grafs petit-món Watts-Stogatz deterministes

A [28] es construeixen xarxes petit-món triant h vèrtexs de Cn,∆ com a hubs
i després fent servir un graf de diàmetre petit (graf estrella, graf complet,
doble llaç òptim, etc.) d’ordre h per interconnectar els hubs. D’aquesta manera,
el paràmetre d’agrupament del graf final aconseguit és elevat amb un valor
proper al del graf original, mentre que el diàmetre es redueix considerablement.
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Aquesta construcció determinista permet un càlcul analític de les principals ca-
racterístiques del graf que es poden comparar amb les simulacions numèriques;
vegeu la figura 3.

4.2 Grafs petit-món amb invariància d’escala a partir de sumes i
productes de grafs

A la referència [30] es presenten dues construccions deterministes senzilles de
grafs petit-món. El primer mètode considera la substitució adequada de vèrtexs
d’un graf per grafs amb un coeficient d’agrupament gran (producte de grafs).
Si el graf original té un diàmetre petit i fem servir cliques per a la substitució,
obtenim un graf amb diàmetre petit i coeficient d’agrupament elevat.

En la segona construcció, s’obté un graf petit-món connectant vèrtexs d’un
graf de diàmetre d a grafs complets de diferent ordre, que pot ser diferent
vèrtex a vèrtex. En aquest cas el graf que resulta té diàmetre d+2, un coeficient
d’agrupament elevat i els seus vèrtexs poden tenir graus diferents. Com que la
tècnica és flexible permet distribucions de grau finals molt diferents, incloent
les corresponents a grafs amb invariància d’escala.

Figura 4: Grafs de Sierpinski —gasket, carpet i tetra— modificats per a
ésser petit-món.

4.3 Grafs petit-món fractals

Tot i que algunes xarxes reals presenten característiques d’autosimilitud, encara
no existeix una definició estàndard de fractalitat en grafs. Els treballs recents de
Song, Havlin i Makse [83, 84]; suposen un avanç notable cap a aquesta definició,
ja que estenen el mètode box-counting a grafs i mostren que moltes de les
xarxes reals poden, de fet, considerar-se fractals, i en canvi models importants
com el de Barabási-Albert no presenten aquesta propietat.

Fent servir la metodologia introduïda a [83], és immediat comprovar que la
família de grafs de Sierpinski (gasket, carpet i tetra) són fractals. A [15] es veu
com una modificació d’aquests grafs (afegint branques) permet convertir-los
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Figura 5: Construcció recursiva d’una xarxa jeràrqica basada en el graf
complet K4, de [14].

també en grafs petit-món deterministes; vegeu la figura 4. Aquesta conversió
de grafs amb diàmetre relativament gran a grafs petit-món ha estat justificada
a [27] i [76], on es demostra, considerant resultats coneguts sobre conjunts
dominadors, que sempre és possible obtenir grafs petit-món a partir de grafs
de diàmetre gran.

4.4 Grafs jeràrquics

Diversos autors han anomenat grafs jeràrquics els grafs que presenten una
certa estructura modular que resulta en una jerarquia en els graus. Es con-
sidera que una signatura per a un graf jeràrquic és que, a més d’ésser grafs
petit-món amb invariància d’escala, el coeficient d’agrupament del graf té un
comportament del tipus Ci ∝ 1/ki.

A [12], Barabási et al. introdueixen una família de xarxes jeràrquiques simple
i demostren que presenta propietats petit-món amb invariància d’escala. A [48]
els autors determinen unes altres propietats d’aquesta família de grafs (com
l’espectre). El model és generalitzat a [81] i també estudiat a [74]. Certs grafs
jeràrquics han estat considerats per modelar xarxes metabòliques a [82].

Un mètode de construir de manera determinista un graf jeràrquic comença
considerant un graf complet Kn i connectant a un vèrtex concret, que s’anomena
arrel, n − 1 rèpliques de Kn. Després, n − 1 rèpliques de l’estructura sencera
s’afegeixen a l’arrel. En aquest pas el graf tindrà n3 vèrtexs. El procés continua
fins a aconseguir l’ordre desitjat.

Hi ha diverses variacions d’aquestes xarxes jeràrquiques que depenen,
per exemple, del tipus de graf inicial, de la introducció de branques extra
entre les diferents còpies dels subgrafs, etc. Tanmateix, un cop fixat el graf
inicial, no hi ha paràmetres a ajustar i les principals propietats del graf final
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resultant queden fixades. A [15] es considera un model general i s’introdueix
un sistema d’etiquetatge dels vèrtexs que permet l’estudi de l’encaminament i
les propietats de comunicació d’aquests grafs jeràrquics.

Les xarxes jeràquiques presentades abans suggereixen una generalització
que podem concretar com un producte que hem anomenat producte jeràrquic
de grafs [16], vegeu la figura 6. Els grafs que resulten en aquesta operació
presenten una jerarquia de vèrtexs, quant al seu grau. De fet, amb aquest
producte s’obtenen subgrafs del producte cartesià dels factors. Algunes de
les propietats del producte cartesià es conserven aleshores en el producte
jeràrquic, com ara un diàmetre i una distància mitjana petits i l’existència
d’algorismes d’encaminament simples i de protocols de comunicació òptims.
La distribució de graus, en aquest cas, és exponencial.
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Figura 6: Dues maneres de dibuixar el producte jeràrquic K3 u K3 u K3;
vegeu [15].

4.5 Arbres de cliques recursius deterministes

Mentre que en els models jeràrquics l’eliminació de certs vèrtexs o certes
branques porta a la separació del graf en diversos grafs complets, podem fer
unes altres construccions, també sobre la base de grafs complets, que combinen
en una estructura més complexa.

Un arbre de cliques recursiu de dimensió d genèric és una construcció
iterativa que quan t = 0 consisteix simplement en un graf complet K(d, 0) = Kd.
A cada pas t ≥ 1, l’arbre de cliques K(d, t) es construeix a partir de K(d, t − 1)
triant un o més dels d-cliques que conté K(d, t − 1) i afegint per a cadascun
un nou vèrtex que es connecta a tots els vèrtexs del clique. Vegeu la figura 7.
Cal observar que un arbre de cliques recursiu és un graf que conté nombrosos
cicles i, per tant, no és un arbre en el sentit més habitual. Aquesta mena de
construcció, en un altre context, fou considera ja fa més de vint anys i se
n’estudiaren algunes de les seves propietats [20, 80].

Algunes modificacions d’aquesta construcció general es presenten aquí.
Depenent de la tria del valor de d resulten diferents tipus de grafs. En concret
podem distingir els casos d = 2, d = 3 i el cas general d (d ∈ N, d ≥ 2). També
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Kd Kd

Kd

Kd

K(d,t-1) K(d,t)

Figura 7: Construcció iterativa d’un graf determinista tipus arbre de
cliques.

és important la manera de seleccionar els diferents d-cliques que existeixen al
graf i als quals s’afegeix un nou vèrtex. Si seleccionem tots els cliques (inclosos
aquells que ja s’han considerat en passos anteriors) el graf que es construeix és
un arbre de cliques recursiu complet [26] que inclou com a cas particular, quan
d = 2, les xarxes pseudofractals [32]. Si sols seleccionem cliques que no s’han
fet servir abans obtenim, per a d ≥ 3, grafs apol.lonis multidimensionals [39, 95],
que inclouen per a d = 3 les anomenades xarxes apol.lònies [7, 39]. La taula 2
presenta un resum d’aquestes construccions deterministes.

Afegir alhora un vèrtex a cada
d-clique, amb repetició.

Afegir alhora un vèrtex a cada
d-clique, sense repetició.

Cas d = 2 Pseudofractal invariant d’esca-
la, Dorogovtsev, Goltsev i Men-
des, Phys. Rev. E, 65 (2002),
066122.

Graf petit-món determinista,
Zhang, Rong i Guo,
Physica A, 363 (2005), 567.

Cas d = 3 Graf apol.loni Andrade, Herr-
mann, Andrade i da Silva, Phys.
Rev. Lett., 94 (2005), 018702.
Doye, Massen. Phys. Rev. E, 71
(2005), 016128.

Cas general
d = 2 . . . ∞
(inclou els ca-
sos d = 2, 3)

Arbre de cliques recursiu, Co-
mellas, Fertin i Raspaud.
Phys. Rev. E, 69 (2004), 037104.

Graf apol.loni multidimensio-
nal, Zhang, Comellas, Fertin i
Rong. J. Phys. A., 39 (2006),
1811 (introduït per Doye i Mas-
sen, Phys. Rev. E, 71 (2005),
016128.)

Taula 2: Construccions basades en arbres de cliques recursius.
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4.6 Arbres de cliques recursius aleatoris

Els mateixos principis basats en cliques que es consideren en les construc-
cions deterministes d’abans, poden fer-se servir en construccions de grafs
aleatòries. És interessant veure que els grafs finals difereixen en els valors
d’alguns paràmetres, com per exemple l’exponent de la llei potencial per a la
distribució de graus. En alguns casos la discrepància es pot explicar per la tria
esbiaixada de les subestructures que es van seleccionant al llarg del procés de
construcció del graf aleatori; vegeu [29].

Si se selecciona de manera aleatòria un clique (permetent la tria d’aquells
que s’han ja considerat anteriorment), s’obté, per a un valor de d general,
un arbre de cliques recursiu aleatori estudiat a [25]. Si, en canvi, seleccionem
els cliques evitant les repeticions el que s’obté per a un d general és un graf
apol.loni multidimensional aleatori [94], que inclou com a cas particular (d = 3)
les xarxes aleatòries apol.lònies [96].

Afegir un sol vèrtex a un clique
triat aleatòriament, amb repeti-
ció.

Afegir un sol vèrtex a un clique
triat aleatòriament, sense repe-
tició.

Cas d = 2 Graf petit-món aleatori, Ozik,
Hunt i Ott, Phys. Rev. E, 69
(2004), 02618.

Cas d = 3 Graf apol.loni aleatori, Zhou,
Yan i Wang, Phys. Rev. E, 71
(2005), 046141.

Cas general
d = 2 . . . ∞
(inclou els ca-
sos d = 2, 3)

Arbre de cliques recursiu alea-
tori, Comellas [25].

Graf apol.loni multidimensional
aleatori, Zhang, Rong i Come-
llas, Physica A., 364 (2006),
610.

Taula 3: Construccions d’arbres de cliques aleatoris.

Observem que, per a construccions aleatòries, és possible introduir un
paràmetre per controlar part de les propietats estructurals de la xarxa. Si
ajustem adequadament aquest paràmetre, és possible la introducció a cada pas
d’un únic vèrtex adjacent als d’un clique o de diversos vèrtexs que s’uneixen
a diferents cliques, fins i tot a tots els cliques com en el cas determinista. Per
a d = 2, i evitant la repetició de cliques, aquests grafs s’han estudiat a [94].
Aquest estudi pot generalitzar-se immediatament al cas general.

Finalment, la taula 4 compara els valors de la distribució de graus (asimptò-
tica) que presenta invariància d’escala en la majoria de casos i quan això és així
es dóna l’exponent γ. Es presenten els grafs apol.lonis [7], grafs apol.lonis alea-
toris [96], les corresponents versions multidimensionals [95, 94] (que inclouen
com a casos particulars les primeres famílies). També es consideren les versi-
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ons aleatòries dels grafs pseudofractals amb invariància d’escala, introduïts
per Dorogovtsev, Goltsev i Mendes [32], i la seva generalització, els arbres de
cliques recursius complets [26] i els anomenats grafs petit-món deterministes i
aleatoris [91, 92]. Els grafs d’aquests dos darrers casos no presenten invariància
d’escala.

Graf P(k) o exponent γ Clustering

Petit-món determinista [92] 2− k
2 0, 69 = ln 2

Petit-món aleatori [91] 3
4 ( 2

3 )−k 0,65(= 3
2 ln 3 − 1)

Apol.loni [7, 39] 2, 58(= 1 + ln 3
ln 2 ) 0,83

Apol.loni aleatori [96] 3N−5
N ≈ 3 0,74( = 46

3 −36 ln 3
2 )

Apol.loni multidim. [95] 1 + ln(d+1)
ln d (2 a 2,58) 0,83 a 1

Apol.loni multidim. aleat. [94] 2d−1
d−1 2 a 3 0,74 a 1

Pseudofractal inv. d’escala [32] 1 + ln 3
ln 2 = 2, 58 0, 80(= 4

5 )
Pseudofractal inv. d’escala aleatori 5

2 = 2, 5

Arbre de cliques recur. determ. [26] 1 + ln(d+1)
ln d (2 a 2,58) 0,80 a 1

Arbre de cliques recur. aleatori [25] 2d−1
d−1 (2 a 3) 0,74 a 1

Taula 4: Comparació entre grafs apol.lonis i arbres de cliques recursius,
deterministes i aleatoris.
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